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Eloszlasok

Normalis eloszlas

1. példa

Egy u=12.35 véarhato értékii és o> =10™ varianciju normalis eloszlasbol 9 elemi min-
tat vesziink. Szamitsuk ki, milyen szimmetrikus intervallumban lesz 95 %-os valoszinii-
séggel a minta atlagértéke!

Megoldas
P(X, <X<X,)=0.95"
X =M _X—H _
Plz,<z<z,)=0.95
g R R R
Z, =-1, Z; =259, =1.96

X, =u—12,0/dn=12.35-1.96-102/3=12.343; X, =12.35+1.96-102/3=12.357
P(12.343< X <12.357) = 0.95

2. példa

A 300 mm névleges hossziisagu dobozokat gyarté gépsoron késziilt dobozok hosszmérete
299.5 mm koriil ingadozik, variancidjanak négyzetgyoke 0.8 mm. Elfogadva, hogy a dobo-
zok méretének eloszlasa normalis, a dobozok hany %-anak nem megfeleld a mérete (se-
lejt), ha a tliréshatar 300.0 £ 2.0 mm?

Megoldas
1- P(298 <X< 302) =1-0.9696 = 0.0304

A z-eloszlas tablazata a P(3.125 < Z) valdszinliséget nem tartalmazza (z=3.09 a legna-
gyobb értek a tablazatban), ezért a szamolds soran azzal a kozelitéssel ¢liink, hogy

P(302<x)=P(3.125<2)~0.

3. példa

Egy régota gyartott elektromos kondenzator élettartama normalis eloszlasunak tekinthetd,
G = 225 h. Véletlenszerlien kivéve 30 elemli mintat, az atlagos élettartamra 1407.5 h ado-
dott. Adjuk meg a varhat6 élettartam 99%-0s konfidencia intervallumat.

Megoldas
P(1301.5 <  <1513.5)=0.99

1 A példak megoldasanal az intervallumok megadasakor az egyenl8ség jelet az egyszer(iség kedvéért elhagy-
juk. Ezt azért tehetjiik meg, mert folytonos eloszlasu véletlen valtozokrol van szo.
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4. példa

Feltételezhetjiik, hogy a névlegesen l1kg-os csomagolasu kristalycukor tényleges sulyelosz-
lasa kozelitdleg normalis, varhato értéke 1.000 kg, és o= 0.01 kg. A cukorral toltott zacs-
kok hany szazalékanak lesz a stlya 0.985 kg alatt?

Megoldas
P(x <0.985) = P(z < -1.5)= 0.06681

5. példa

A 6 mm névleges atmérdjii golydkat gyartd gépsoron késziilt golyok atmérdjének varhatd
értéke 5.998 mm, variancijanak négyzetgyoke 0,006 mm. Elfogadva, hogy a golyok atmé-
réjének eloszlasa normadlis, a golyok hany %-anak nem megfeleld a mérete (selejt), ha a
tliréshatar 6.000+0.009 mm?

Megoldas

F(1.833) = 0.9664

F(-1167) =1- F(1167) =1-08784 = 0.1216
A selejtarany:

(1-09664) +01216 = 0.0336 + 01216 = 01552

t-eloszlas

6. példa
Egy normalis eloszlasbol vett 9 elemii minta elemeinek atlagértéke X =18.5, szorasnégy-

zete s°=2.35-10". Milyen szimmetrikus intervallumban van 95 %-os valosziniiséggel a
sokasag u varhato értéke? (Adjunk 95 %-0s konfidencia-intervallumot a varhato értékre!)

Megoldas
P(-t,, <t<t,,)=1-a; a=005; v=n-1=8

X—H
P£—ta/2 <S/—Jﬁ<ta/2]:1—a
P(X—t,,8/\n<u<xX+t,,s/n)=1-a

—4
to.005(8) = 2306 23510 -2.306_ 15

NG

P(18.5-0.012 < 4 <18.5+0.012) = 0.95
P(18.488 < u <18.512) = 0.95




7. példa

Az MM-Liner karton négyzetmétertomegére az alabbi mérési adatokat kaptak (5, egymas-
t6] fiiggetlen mintavétel) 230.8 g/m?; 230.6 g/m?; 229.9 g/m?; 229.7 g/m?; 230.4 g/m?. El-
fogadva, hogy az adatok normalis eloszlastiak, adja meg a négyzetmétertomeg varhato ér-
tekének 95%-os konfidencia intervallumat!

Megoldas
P (229.70 <p< 230.86) =0.95

8. példa

Ismételt méréseket végeztiink egy szallitmany hatdanyagtartalmanak meghatarozasara:
24.88; 24.92; 24.67; 25.21; 25.28. Elfogadva, hogy az adatok normalis eloszlasuak, adja

meg, hogy a tényleges hatéanyagtartalom mely érték felett talalhatd 95%-o0s valoszinliség-
gel!

Megoldas
P(24.753< 11)=0.95

Khi-négyzet eloszlds®

9. példa

Szamitsuk ki, hogy egy u=12.35 varhato értékii és o° =107 varianciaja normalis elosz-
lasbol 9 elemii minta korrigdlt tapasztalati szordsnégyzete milyen also és felsé hatar kozé
esik 95 %-os szimmetrikus valdsziniiséggel!

Megoldds

<yt <;(f)=0.95

22 < 7?2)=0975— % = 42,,5(8)=17.535;

F(? < 22)=0.025— 2 = 7%,,:(8)=2.180

, zt-o? 21810 , Xi-o° 17535.10°

sl = =2.725-10°°; st =
v 8 v

P(2.725-10’5 <s’< 2.192-10*‘) =0.95

2 2 52
P[Sa‘z/<s—‘2/<f—:}:0.95; v=n-1

=2.192-10"

2 A fejezet néhany feladatdban a khi-négyzet eloszlas mellett, a z- és t-eloszlést is kell hasznélni.
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10. példa

Négy egymastol fiiggetlen hajlitasi merevség mérés eredménye: 7.2; 7.8; 8,0; 7.7. Elfogad-
va, hogy az adatok normalis eloszlasuak, adja meg a varhaté érték () 99%-os és o® 95%-
os konfidencia intervallumat.

Megoldas
P(6.68 < 1 <8.67)=0.99 P(0.0372 < 5% <1.609)=0.95

11. példa

Egy karton hajlitasi merevségére szaliranyban tiz, egymastol fliggetlen mérést végeztek. A
10 mérés atlaga és a szoras: X =23.5; S=0.4. Elfogadva, hogy az adatok normalis elosz-

lastak, adja meg a véarhato érték (1) 90%-os és o® 95%-os konfidencia intervallumat.

Megoldas
P(23.27 < £ <23.73)=0.90 P(0.0757 < 6% < 0.5333)=0.95

12. példa
Egy kartonpapir négyzetmétertomegének varhato értéke 250 g/m?  variancidja
o’ =10 (g/m2 )2. Feltételezve, hogy a négyzetmétertomeg normalis eloszlast, milyen in-

tervallumban lesz 95%-os valdszintiséggel egy 5 elemii, véletlen minta
a) szamtani kozépértéke,
b) korrigalt tapasztalati szorasnégyzete?

Megoldas
a) X, =249.1 X, =250.9
b) s? =2.786 s2=0.121
13. példa

Négy egymastol fiiggetlen pH mérés eredménye: 7.90, 7.94, 7.91 és 7.93. Elfogadva, hogy
a mérési hiba normalis eloszlast

a) adjon 95%-o0s fels6 hatart a pH mérés varhato értékére!

b) adjon 90%-0s als6 hatart a pH mérés varianciajara!

Megoldas

a) P(u<7.942)=0.95
b) P(L.607*10* < 5%)=0.90



14. példa

Egy szerves oldat nedvességtartalmat tiz, egymastdl fliggetlen méréssel hatdroztuk meg. A
10 mérés atlaga és a szoras: X =0.552 g/kg, s = 0.037 g/kg. A mérési hiba normalis el-
oszlasunak tekintheto.

a) Milyen valdszinliséggel lesz a nedvességtartalom a 0.59 g/kg-os érték felett?

b) Milyen értek alatt van a nedvességtartalom varianciaja 95%-os valdsziniiséggel?

Megoldas

P(x > 0.59) = 0.005
P(c? <0.0037)=0.95

F-eloszlas

15. példa

Egyazon normalis eloszlasu sokasagbdl két mintat vesziink. Az elsé 6 elemd, a masodik 10
elem{l. Milyen szimmetrikus intervallumban lesz a két szorasnégyzet hanyadosa 90 %-0s
valoszinliséggel?

Megoldas
P(F,<F<F,)=0.90; 1 =5;1,=9

SZ
P[Fa<—12<FfJ=O.90
2

11
F0_05(9,5) T AT77

F, = Fs(5,9) =348 F, = F,4(5,9) = ~0.210

2

P(0.210 <3 3.48)

S

Hipotezisvizsgalat

A hipotézisvizsgalathoz kapcsolddo példak két csoportra oszthatok. Az egyik példatipusnal
a feladat szovege egyértelmiien kozli, hogy mi a vizsgaland6 nullhipotézis. A masik, 6sz-
szetettebb feladattipusnal a szakmai problémat irjuk le, ott az olvaso feladat eldonteni,
hogy mi kertiljon a nullhipotézisbe.

Z-proba

16. példa

Ismert varianciaju (o> =1600) normalis eloszlasu sokasagbol vett 64 elemti minta elemei-
nek kozépérteke 136.5. Megvizsgalando 0.01-0s szignifikanciaszinten az a nullhipotézis,
hogy a sokasag varhato értéke 130.



Megoldas:
H,:p=p,=130 H, :u# 1,=130
_ X—u, 136.5-130

Zo_a/\/ﬁ_ W =1.3;
Elfogadasi tartomany: —z,; < Z, < Z -
Elfogadjuk a nullhipotézist, mivel —z,; <z, <z, teljesiil. Az adatok nem mondanak ellen
annak a feltételezésnek, hogy a sokasag varhat6 értéke 130.

Zyit = Zogos = 2.58;

t-proba

17. példa

A 320 pum névleges vastagsadgu kartonpapirbol 5 mintat vettek. A mért vastagsagok szam-
tani kozépértéke 317.8 um, szoérasa 2.1 um. Elfogadva, hogy a kartonpapir vastagsaganak
eloszlasa normalis, megvizsgalando « = 0.05 szignifikanciaszinten az a nullhipotézis, hogy
a papir vastagsag varhato értéke legalabb 320.0 um!

Megoldas:
Hy:u=py =320 H, @ u<p, =320
A 31787320 _ 5 4. =t s (4) =—2.132;

s/Nn 2145

Elfogadasi tartomany: —t,; <t,.

Elutasitjuk a nullhipotézist, mivel to az elfogadasi tartomdnyon kiviil esik.

Tehat az adatok 5%-os szignifikanciaszinten ellentmondanak annak, hogy a papir vastag-
sag varhato értéke legalabb 320.0 um. Az adatok 5%-os szignifikanciaszinten azt bizonyit-
jak, hogy a papirvastagsag varhato értéke 320.0 um alatt van.

18. példa

Egy készitmény hatéanyagtartalmat négy ismételt méréssel hataroztdk meg. A tapasztalati
szorasnégyzet 0.5476, a négy mérési eredmény szamtani kozépértéke pedig 0.452%. Ala-
tdmasztjak-e ezek az eredmények azt a gyanut, hogy a készitmény hatéanyagtartalma ke-
vesebb mint 0.5%7? a=0.05 szignifikanciaszinten vizsgalja a kérdést!

Megoldas
Hy: u#2u,=05 H: u<up,=05 (baloldali ellenhipotézis)
t,=-0.130  —t;, =—t,0(3)=—2.353

Elfogadasi tartomany: —t,, <t,, elutasitasi tartomany: t, <—t,; , tehat a nullhipotézist el-
fogadjuk. Az adatok nem bizonyitjak, hogy a hatéanyagtartalom 0.5% alatt van.



19. példa

Egy bizonyos oldat szennyezddését vizsgalva, az oldatbol vett 7 db minta elemzési ered-
ményei a kovetkezdk (%-ban): 7.18, 7.17, 7.12, 7.13, 7.14, 7.15 és 7.16. A megengedett
szennyez6dés max. 7.13%. Elfogadva, hogy az adatok normalis eloszlastiak, o =0.05
szignifikanciaszinten vizsgalja azt a nullhipotézist, hogy az oldat szennyezdédése a hatarér-
tek alatt van.

Megoldas

Hy: #<u,=713 H;: wu>pu,=713 (Jobboldali ellenhipotézis)
t, = 2.450 tyie = toos (6) =1.943

Elfogadasi tartomany: t, <1.943, elutasitasi tartomany: 1.943 <t,.

Tehat a nullhipotézist elutasitjuk. Az adatok 5%-os szignifikanciaszinten bizonyitjak, hogy
a szennyezés tullépte a hatarértéket.

A forditva feltett nullhipotézist (H,: >, =7.13) elfogadnank. Ez még 6nmagaban
nem bizonyitand azt, hogy a szennyezés tullépte a hatarértéket. (Ez alapjdn még nem lenne
jogos megbirsadgolni azt a céget, aki kibocsatotta a szennyvizet.) Csak annyit tudnank
mondani, hogy nem bizonyithatd, hogy a szennyezés koncentracidja a hatarérték alatt volt.

Khi-négyzet proba

20. példa

Normalis eloszlasu sokasagbol vett 17 elemilli minta szérasnégyzete 0.24. Megvizsgalandd
a = 0.05 szignifikanciaszinten az a nullhipotézis, hogy a variancia értéke legfeljebb 0.18.

Megoldas
H,:0°<o0?=0.18 H,:0°>0. =0.18

. =82_12/= 0.24-16 _ 2133
o, 0.18
2 2 2
X = 02;1216 08~ %ot e Heioez oo
egyoldali fols6 hatara van a nullhipotézis elfogadési tartoméanyéanak:
Xt = Xoos (16) =26.296.
Elfogadasi tartomény: 7 < x2; -
Elfogadjuk a nullhipotézist, mivel y; < y7, teljesiil. Az adatok nem mondanak ellent an-
nak a feltételezésnek, hogy a sokasag varianciaja legfeljebb 0.18.

>1—> yZ jobbra eltolodik, tehat




21. példa

Egy szerves anyag viztartalmat 10 ismételt méréssel meghatarozva a mérések atlaga:
X =0.452 g/kg, a szoras: s = 0.37 (g/kg)?. Elfogadva, hogy az adatok kozelitdleg norma-
lis eloszlasuak,
a) vizsgalja meg 5%-os szignifikanciaszinten azt a nullhipotézist, hogy a viztartalom
nem haladja meg a 0.5 g/kg értéket;
b) vizsgalja meg 5%-os szignifikanciaszinten azt a nullhipotézist, hogy a viztartalom
mérési modszerének varianciaja (o%) nem nagyobb, mint 0.16 (%)2.

Megoldas
a) Hy: u<u,=05 H : u>y, (jobboldali ellenhipotézis)
t,=-0410 t, =t,,(9)=1.833

Elfogadasi tartomany: t, <1.833, elutasitasi tartomany: 1.833 <t,, tehat a nullhipotézist
elfogadjuk. Tehat az adatok nem bizonyitjak, hogy a viztartalom meghaladja a 0.5%-0t.

b) H,: o°<0.=0.16 H,: o*>0c (jobboldali ellenhipotézis)

X5 =1.70 X = Xoos (9) =16.919

Mivel yZ < 2., ezért elfogadjuk a nullhipotézist. Az adatok nem mondanak ellent annak a
feltételezésnek, hogy a variancia 0.16 (%)? alatt van.

F-proba

22. példa

Két fiiggetlen, normalis eloszlasbdl vett mintank van, az egyik 11 elemi, korrigalt tapasz-
talati szordsnégyzete 0.76; a masik 14 elemi, szérdsnégyzete 0.38. Megvizsgalando o =
0.05 szignifikanciaszinten az a nullhipotézis, hogy az els6 minta mogétt allo sokasag vari-
anciaja legfeljebb akkora, mint a masik sokasag varianciaja.

Megoldas
Hy:o? <o’ H:of > o;
0.76
Fo="3g = 200 Feit = Foos (10,13) = 2.67;

Elfogadasi tartomany: F, <F.
Elfogadjuk a nullhipotézist, mivel F, < F,

annak a feltételezésnek, hogy az elsdé sokasag variancigja legfeljebb akkora, mint a maso-
diké. (Vagy: az adatok nem bizonyitjak, hogy az els6 sokasag varianciaja nagyobb, mint a
masodiké.)

q« teljesiil. Tehat az adatok nem mondanak ellent

23. példa

Két fliggetlen, normalis eloszlasbol vett mintank van, az egyik 9 elemti, szorasnégyzete
14.4; a masik 6 elemi, szorasnégyzete 20.5. Megvizsgalando 0.1-es szignifikanciaszinten,
hogy a variancidk egyenldk-e vagy nem.
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Megoldas

HO:O'12:O'22 H1:0'12¢O'22
205
F = —14.4 =1424 Foos (5, 8) =3.69,;

Elfogadasi tartomany: F (5, 8)<F, <F,(5,8).
Elfogadjuk a nullhipotézist, mivel F, <F,(5,8).> Az adatok nem mondanak ellent annak
a feltételezésnek, hogy a két sokasag variancidja megegyezik.

24. példa

Egy automata gépen késziilo alkatrészek jellemzd méretére a kovetkezd adatokat mérték
(zargjelben az eléfordulasok szama):

30(2); 35(6); 38(9):; 44(7); 45(1)

Az elbiras szerint a gyartas bizonytalansagara jellemz6 variancia nem haladhatja meg a
o’ =0.1 értéket. Felmeriilt a gyanu, hogy a variancia meghaladja az eldirt értéket. Bizonyit-
jak-e az adatok ezt a gyanut 0.05-0s szignifikanciaszinten?

Megoldas
s?=01975; v=25-1=24;
H,:0° <o’ =0.1 H,:0°>0;=0.1
2 2 2
, Sv 0.1975-24 , 01975-24 o , O
:—:—:474’ - — = _—,
P Y =TT 01T 0

2
ha H, igaz, % >1—> y jobbra eltolodik, tehat egyoldali folsé hatdra van a nullhipotézis

elfogadasi tartomanyanak: y2. = 2. (24)=36.415.
Elfogadasi tartomény: 7 < x2; -

Elutasitjuk a nullhipotézist, mivel yZ > y.. , az adatok 0,05 szignifikanciaszinten vizsgalva
ellentmondanak a nullhipotézisnek.

Az adatok 0.05-os szignifikanciaszinten alatamasztjak azt a gyanuat, hogy a variancia meg-
haladja a hatarértéket. Ez azt jelenti, hogy kisebb mint 5% annak az esélye, hogy ilyen
(0.1975) vagy ennél még nagyobb szoérasnégyzetli mérési eredményeket kapunk, ha
o’ =0.1. * Minél kisebb ez a valdszinliség 5%-nal, anndl inkabb kételkedhetiink az kezdeti
feltételezésiink (nullhipotézis) teljesiilésében.

¥ Az als6 hatarnak valo megfelelés biztos teljesiil, mivel F, g (5, 8) biztos kisebb mint 1 (az F-eloszlas

természetébdl adoddan) és a probastatisztikat ugy irtuk fel, hogy az nagyobb legyen, mint 1. (Részletes ma-
gyarazat talalhato az F-eloszlas hasznalatarol a honlaprol letdlthetd konyvkivonatban.)

4 Szoftverrel szamolva ennek a valoszintiségnek (els6faju hiba elkdvetésének valdsziniisége) a pontos értéke is
megadhato (p értek).
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Kétmintas t-proba

25. példa

Két fiiggetlen minta (X és Yy) adatai a kovetkezdk (zardjelben az eléforduldsok szama):
X: 3.4 (2); 35(3); 3.7(4); 39(1)
y: 32(2); 34(2); 36(8);

Vizsgaljuk meg 0.025-es szignifikanciaszinten, hogy a két minta mogott allo sokasag varhato
értéke egyenld-e vagy nem.

Megoldas
X =36; y=35; s; =00267; s?=0.02545

Kétmintés t-probat kell alkalmazni, de eldszor F-probat kell végezni a variancidk egyenld-
ségére!

F-proba
HOZO'f=O'5 Hl:O'f¢O'§
0.0267
= =1.049; Foos (9,11) =2.90
°0.02545 oos (311)

Elfogadasi tartomany: F, g (9,11) <R, < F,(9,11). Mivel a probastatisztika felirdsabol
kovetkezden F, >1, elég csak a felsd hatart ellendrizni. (Ld. a 23. példa.)

F, < F0s(9,11), tehat elfogadjuk a feltételezést, hogy a két minta mogott allo sokasag va-
rianciaja megegyezik.

Az egyesitett szorasnégyzet:
&2 0.0267-9+0.02545-11

=0.026
9+11
Kétmintas t-proba
HO::ux:/uy Hl:/uxi/uy
- 2x—ly __ 3.6-35 1448
\/’S U Y
10 12

tir = toozs2 (20) = 2.423.
Elfogadasi tartomany: -t <t, <t..
Elfogadjuk a nullhipotézist, mivel -t <t <t . teljesil. Az adatok 0.025-es

szignifikanciaszinten vizsgalva nem mondanak ellent annak, hogy a két sokasag varhatoér-
téke megegyezik.
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26. példa

Az MCM 300 g/m? négyzetmétertdmegét 5 mintavételbél hataroztdk meg. Az 5 mérés
szamtani kozépértéke 307.3 g/m?, szoérasa 0.8 g/m?. A Grafopack 300 g/m? kartonpapir
szallitmanybol 6 mintat véve az atlag 303.4 g/m?, a szoras 0.6 g/m?.

Elfogadva, hogy az adatok normalis eloszlasi sokasagbdl szarmaznak, 5%-0s
szignifikanciaszinten vizsgalja meg, hogy a két szallitmany négyzetméter tomegének var-
hato értéke kiilonbozik-e egymastol?

Megoldas

X, =307.3; X, =3034; s, =0.6400; s =0.3600
Kétmintas t-probat kell alkalmazni, de el0szor F-probat kell végezni a variancidk egyenlo-
ségére!

F-proba
H,: o2 =02 H,:cl #05;
F= % =1.78 < F,s(4,5)=5.19; >Elfogadjuk a feltételezést, miszerint a két minta

mogott allo sokasag variancidja megegyezik.

Az egyesitett szOrasnégyzet:
& 0.64-4+0.36-5

=0.484
5+4
Kétmintas t-proba
Ho "ty = ts Hy iy # pe
(= X =X _ 307.3-303.4 _9.952

\/SZ(”KA1+”<51) 0484(1+1)
5 6

b = ooz (9) = 2.262.
Elfogadasi tartomany: -t <t, <t,..
Elutasitjuk a nullhipotézist, mivel a probastatisztika értéke (9.252) kivil esik a —t,;..t

elfogadasi intervallumon. Az adatok alapjan elutasitjuk azt a feltételezést, hogy a két szal-
litmany négyzetméter tomegének varhato értéke megegyezik.
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27. példa

Egy kémiai reakciot 10 alkalommal az A receptura szerint, 10 alkalommal pedig a tovabb-
fejlesztett B receptura szerint hajtottak végre. Az alabbi kitermelés adatokat kaptak:

A recept | B recept
54.6 74.9
45.8 78.3
57.4 80.4
40.1 58.7
56.3 68.1
51.5 64.7
50.7 66.5
64.5 73.5
52.6 81.0
48.6 73.7

Az elvarasok szerint a javitott (B) recept szerinti reakcidvezetés minimalisan 15 egységgel
nagyobb kitermelést eredményez! Alatamasztjak ezt a mérési adatok, ha a vizsgalatot
0=0.05 szignifikanciaszinten végezziik?

Megoldas

Kétmintés t-probat kell alkalmazni, de eldszor F-probat kell végezni a variancidk egyenld-
ségére!

F-proba
. 2 2. . 2 2.
H,:0n=05;, H,:0,#05%;

F = %?1.189 < Fit = Foos(9,9) =3.18 >Elfogadjuk a feltételezést, miszerint a két

minta mogott allo sokasag variancidja megegyezik.

Az egyesitett szorasnégyzet:
& 53.38:9+44.9-9 _ 4914

9+9

Kétmintas t-proba

Ho: s —tty <(ttg — 1) =15
Hyoo sty — > (s — 1, )0 =15 (baloldali ellenhipotézis)
XX~ (Mp—t,)  71.98-52.21-15
NS (nat+ngt) B \/49.14(1/10+1/10)

t, =1522, t =t50(18)=1.734
Elfogadasi tartomany: t, <1.734, elutasitasi tartomany: 1.734 <t,;, a nullhipotézist tehat

elfogadjuk, mivel to az elfogadasi tartomanyba esik. Az adatok nem bizonyitjak (a=0.05
szignifikanciaszinten), hogy a javitott (B) recept szerinti reakciovezetés 15 vagy tobb egy-
séggel nagyobb kitermelést eredményez.
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Paros t-proba

28. példa

8 kiilonb6z6é mintat elemeztek kétféle modszerrel. Az egyes mintakra kapott eredmények
az alabbi tablazatban talalhatok.

Minta sorszama 1 2 3 4 5 6 7 8
X (elsé modszer) 15 20 16 22 24 14 18 20
y (masodik modszer) | 15 22 14 25 29 16 20 24

Megvizsgalando 0.05-os szignifikanciaszinten, hogy a két modszerrel kapott eredmények
kiilonboznek-e!

Megoldas

d=y-x d=2 s,=22039 v=7

H,: E[d]=0 H,: E[d]=#0 (kétoldali ellenhipotézis)
= 19 . : tie = toozs (7) = 2365

= = =2.567;
° s,/\n  2.2039//8

Elfogadasi tartomany: -t <t, <t,..
Elutasitjuk a nullhipotézist, mivel t, >t . Az eredmények ellentmondanak annak a felté-
telezésnek, hogy a két modszerrel kapott eredmények varhatoértékei megegyeznek. Vagy:

az eredmények azt bizonyitjak (0.05-0s szignifikanciaszinten), hogy a két modszerrel végzett
elemzés varhatoértéke kiilonbozo.

29. példa

A kartonpapir vastagsaganak mérését végzo laboratoriumban két személy dolgozik (A és
B). A beérkezd kartonpapir szallitmanybol vett minta vastagsagat mindkét személy meg-
méri. A 7 véletlenszerlien kivalasztott minta mért vastagsagat (um) az alabbi tablazat tar-
talmazza:

minta A B
1 395.4 396.5
2 364.8 366.2
3 272.0 274.3
4 255.7 256.0
5 385.6 387.6
6 312.5 314.5
7 328.7 333.3

Elfogadva, hogy az adatok normalis eloszlasu sokasagbol szdrmaznak, 5%-0S
szignifikanciaszinten vizsgalja meg, hogy a két személy altal mért adatok szignifikansan
kiilonboznek-e egymastol?
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Megoldas

d=B-A d=196 s, =1.348 v =6

t, =3.847;  t, =ty (6)=2.447;

Elfogadasi tartomany: -t <t, <t .

Elutasitjuk a nullhipotézist, mivel a probastatisztika értéke (3.842) kiviil esik a —t, ..t

elfogadasi intervallumon. A két személy méréseinek varhatdértéke szignifikansan kiilon-
bozik.

30. példa

Két laboratorium (A és B) munkdjat tigy hasonlitottak 6ssze, hogy 4 csomag dohany niko-
tintartalmat mindkét laboratériummal megmérették. Minden esetben a csomagbdl kivett
mintat megfelezve, felét az A laborba, masik felét pedig a B laborba kiildték vizsgalatra.
Az eredményeket a kovetkezd tdblazat tartalmazza (kddolt egységben).

Dohany
Labor a b Cc d
A 26 24 28 27
B 28 31 23 29

Megvizsgalandé a=0.05 szignifikanciaszinten, hogy a két labor torzit-e egymashoz képest!

Megoldas

H,: E[d]=0 H,: E[d]=0 (kétoldali ellenhipotézis)

t, =0.608 teie = tooos (3) =3.182

Elfogadasi tartomany: -t ., <t, <t .

Mivel -t <t, <t teljesiil, ezért a nullhipotézist elfogadjuk. Az adatok nem bizonyitjak,
hogy a két labor torzit egymashoz képest.

Diszkrét eloszlasok és kozelitésiik normdlis eloszldssal °

31. példa

Minimadlisan hadny elemii mintakat kell venniink, ha azt akarjuk, hogy 99% valoszinliséggel
talaljunk legalabb 1 hibas darabot, vagyis P(D>0)>0.99, amennyiben a sokasagban a se-
lejtarany 3% (p=0.03)?

% Nem lesz a zéarthelyiben.
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Megoldas

A binomialis eloszlas Osszefiiggéseivel szamolunk:
n 0 n n
P(D>0)=1-P(D=0)=1- o |10:03°-0.97" =1-097" =0.99

o _Ino.01
" In0.97

=151.2

Tehat a sziikséges mintaelemszam 152.

32. példa

Tételezziik fel, hogy a gyartott papirdobozokon éatlagosan 2 nyomdai hiba van. Hany doboz
tartozzék egy mintaba, hogy a mintaban 95%-os valosziniiséggel legalabb 1 hibat talaljunk?

Megoldas
A Poisson-eloszlas sszefliggéseivel szamolunk. Jeldlje r az egy mintaba tartozo dobozok szamat.
P(k>1)=1-P(k =0)=0.95
et
=€
o

1-e%=095,  In1-095)=-2r, r=- '”((205) V)

r=2esetén P(k>1)=1-e?? =1-0.0183=0.9817

=2r

A=2r, P(k=0)=

33. példa

Egy gyartasi folyamatbol n1=50 elem{i mintat vettek, a mintaban 13 selejtes darabot talal-
tak. Egy késObbi iddpontban szintén tortént mintavétel, az n=40 elemii mintaban a selejtes
darabok szama 4 volt. Eldontend6, hogy megvaltozott-e a folyamat selejtaranya, vagy csak
a véletlen ingadozas okozza a kiilonbséget.

Megoldas
Ho : p1 = p2; Hy:pi#p2
A két mintaban a tapasztalati selejtarany és az egyesitett becslés:
13 4 13+4
p=—-=026; p,=-——-=010; p= =0189.
P =50 P2~ %0 P =50+ 40
- 0.26-0.10 1927

0

Joassa-o1e0 2o 2

Az elfogadasi tartomany 0.05 kétoldali szignifikanciaszinten (-1.96, 1.96), a probastatiszti-
ka kiszadmitott értéke ezen beliil van, bar kozel az elutasitasi hatdrhoz, tehat elfogadjuk a
nullhipotézist. Az eltérd selejtarany a véletlen ingadozéasnak tulajdonithato.
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34. példa

Egy gyartasi folyamatbol 10 alkalommal vettek 100 — 100 elemii mintat. A 10 mintabol
szamitott 10 selejtarany szamtani kozépértéke (az atlagos selejtarany) 0.10, a selejtarany
korrigalt tapasztalati szorasnégyzete 0.12. A gyartas késobbi szakaszaban 8 alkalommal
vettek mintat, a mintak elemszama minden esetben 100 volt. A 8 mintabol szamitott atla-
gos selejtarany 0.08, a selejtarany korrigélt tapasztalati szorasnégyzete 0.085. Dontsiik el
0.05-0s szinten, hogy a selejtarany a két szakaszban azonos-¢e!

Megoldas
Ho :E(p,)=E(py ) Hy :E(p))=E(py)

A két szakasz tobb mintabol all, a tobb mintabol kiszamolhatd atlagos selejtarany a
centralis hatareloszlasi tétel értelmében akkor is jo kozelitéssel normalis eloszlast, ha
az egy minta selejtaranya még nem lenne elég kozel a normalis eloszlashoz (p kicsi
vagy nagy, n nem elég nagy). Rdadasul itt a variancidt sem kell az ismeretlen p para-
méter mintabeli becslésébdl szamolnunk, hanem tobb ismétlés 1évén, tapasztalati sz6-
rasnégyzetet hasznalhatunk. Ekkor viszont nem u-, hanem t-probat végziink.

P, — Py 0.1-0.08

tO == = =
s st \/0.12 , 0085
n, n, 10 8
A 10+8—-2=16 szabadsagi fokszamhoz és &=0.05 szignifikanciaszinthez tartozo
kritikus érték 2.12. Mivel a probastatisztika talalt értéke ez alatt van, elfogadjuk a

nullhipotézist, mely szerint a két szakaszban a selejtarany csak a véletlen ingadozas
miatt kiilonbozik.

0.133

Vegyes feladatok az eloszldsok és probak téemakorbol

A fejezetben szerepld példak megoldasa a fejezet végén talalhato. A *-gal jelolt feladatok
kicsit Osszetettebbek a tobbinél. Ehhez hasonlé szadmolésra zérthelyin nem kell szdmitani,
de megértésiik segiti az anyag megértését.

35. példa

1. Egy profi futécipd sulya 340g koriil ingadozik 200 g? varianciaval.

(a) Mi a valdszintlisége annak, hogy egy cipd nehezebb, mint 370g?

(b) Mekkora lehet a megengedett variancia a gyartas soran, ha azt kivanjuk elérni, hogy a
cipdk 99.9%-a konnyebb legyen 370g-nal?

(c) Ha a variancia 200 g marad, mekkora legyen a varhat6érték, ha azt kivanjuk elémni,
hogy a cipdk 99.9%-a kénnyebb legyen 370g-nal?

36. példa

Egy printerrel nyomtatott festékpont 4tmérdje normalis eloszlast kovet 0.05 mm varhatdér-
tékkel és 10 mm? varianciaval.

(a) Mi a valoésziniisége annak, hogy egy pont atmérdje nagyobb lesz, mint 0.065 mm?

(b) Mi a valdsziniisége annak, hogy egy pont a&tmérdje 0.04 és 0.065 mm kozé esik?

(c) Milyen intervallumban lesz a pontok 99%-anak atmérdje?
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37. példa

Egy kémiai reakcidban a kitermelés normalis eloszlast kovet. Elozetes adatokbdl ismert,
hogy az ingadozas szigméja 3. Az elmult 6t nap soran a gyartas az aldbbi kitermelésekkel
ment: 91.6, 88.75, 90.8, 89.95 és 91.3. Adjon 95%-0s konfidencia intervallumot a kiterme-
1és varhatoértékére.

38. példa

Auté motorjaba hasznalt tomitégytriiket gyartanak. A tomitdgylirtik atmérdje normalis el-
oszlast kovet, a szigma 0.001 mm. 15 tomitégytrit megvizsgalva azt talaltak, hogy az at-
lagos atmérd 74.036 mm.

(@) Adjon 99%-os kétoldali konfidencia intervallumot a tomitégytrti atmérdjére!

(b) Adjon 99%-os alsé hatart a tomitégytiri atmérdjére! Hasonlitsa 6ssze a szamitott ér-

téket az (a) feladatrészben kapott also hatarral.

39. példa

A TV képcsoveket gy ellendrzik, hogy mérik a rajtuk atfolyé aramerdsséget. 10 képcsd
lemérésével kapott atlagos aramerdsség 317.2 pA, a szoras 15.7 pA.
(a) Adjon 99%-o0s konfidencia intervallumot az aramerdsségre. Kell-e barmilyen feltéte-
lezésnek teljesiilnie a szamolashoz az aramerdsség értékek eloszlasaval kapcsolatban?
(b) Igazoljak-e az adtok 5%-os szignifikanciaszinten, hogy az aramerdsség varhatoérté-
ke meghaladja a 300 pA-t?

40. példa

Oszibarack konzervekben hasznalt szirup cukortartalma normalis eloszlast kovet. 10 kon-
zerv cukortartalmat megmérve az talaltak, hogy az atlagos cukortartalom 32.4 g, a szorés
1.84¢.

(@) Adjon 90%-os fels6 hatart a cukortartalom varhatoértékére.

(b) Adjon 90%-os fels6 hatart a cukortartalom varianciajara.

41. példa

Egy bizonyos elemtipus élettartama kozelitdleg normalis eloszlast kovet, az ingadozas
szigmaja 1.25 6ra. 10 elem élettartamat megmérve az atlagos élettartam 40.5 6ranak ado-
dott.
(a) Ezek a mérési eredmények bizonyitjak-e azt az allitast, hogy az elemtipus varhato
¢lettartama meghaladja a 40 6rat? A kérdés 5%-os szignifikanciaszinten vizsgalando.
(b)* Mekkora a statisztikai probahoz tartozé p-érték?
(c)* Mekkora a mésodfaj hiba valdszintisége az (a) feladatrészben, ha az élettartam
varhatoértéke 42 6ra?
(d)* Magyarazza meg, hogyan lehetett volna valaszolni az (a) feladatrész kérdésére a
megfeleld konfidencia intervallum kiszamolasa alapjan!
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42. példa

A Medicine and Science in Sports and Exercise cikke egy olyan kisérletrél szamol be,
amelyben elektrostimulacio hatasat vizsgaltak jégkorong jatékosok teljesitményére. Meg-
mérték, hogy a kisérletben résztvevd 17 jatékos mennyi idd alatt korcsolyazik le 10 métert.
Az eredmények szorasa 0.09 s volt. Elozetes tanulmanyokbo6l ismert, hogy a 10 m megtéte-
1¢hez sziikséges 1d6 szigmdja elektrostimulacié nélkiil 0.75 s. A kisérlet eredményei alap-
jan allithatjuk-e azt 5%-os szignifikanciaszinten, hogy az elektrostimulacio hatasara csok-
ken a jatékosok teljesitményének ingadozasa?

43. példa

Egy szakaszos reaktorban kétféle katalizatorral végzik el ugyanazt a reakciot. 12 sarzsot
gyartanak az A katalizatorral, az atlagos kitermelés 86%, a szoras 3%. 15 sarzsot gyartanak
a B katalizatorral, az atlagos kitermelés 89% a szoras 2%. Bizonyitjak-e az adatok azt a
feltételezést, hogy a B katalizatorral nagyobb a kitermelés? 5%-0s szignifikanciaszinten
végezzik el az elemzést.

44, példa

Klinikai kisérletek soran egypetéjli ikerparok intelligenciahanyadosat vizsgaltak. (Brain
size, head size, and intelligence quotient in monozygotic twins, Neurology, 1998, Vol. 50,
pp. 1246-1252.) Az alabbi tablazat tartalmazza a kisérleti eredményeket:

Ikerpar | Sziiletési | Sziiletési
sorszama | sorrend: 1 [sorrend: 2
1 6.08 5.73
2 6.22 5.8
3 7.99 8.42
4 7.44 6.84
5 6.48 6.43
6 7.99 8.76
7 6.32 6.32
8 7.6 7.62
9 6.03 6.59
10 7.52 7.67

Az adatok alapjan 1%-0s szignifikanciaszinten mondhatjuk-e azt, hogy az intelligencia
fligg a sziiletési sorrendtd1? Milyen feltételnek kell teljesiilnie a valasztott statisztikai mod-
szer alkalmazhatosagahoz?

Megoldasok
35. példa
(a) 0.0169

(b) 94.28 g?
(c)326.4 ¢
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36. példa

(a) 0.0668

(b) 0.775

(c) 0.0242...0.0758

37. példa
87.85,93.11

38. p¢lda
(a) 74.0353 ... 74.0367
(b) 74.035

39. p¢lda
(a) 301.06, 333.34
(b) Ho: n<po=300; to=3.46> 1.833, elutasitjuk Ho-t.

40. példa
(a) 33.187
(b) 7.0

41. példa

(@) Ho: u<po=40; z0 =1.26 <1.65, elfogadjuk Ho-t, nem latjuk bizonyitva, hogy az élettar-
tam nagyobb mint 40 6ra

(b)* 0.1038

(c) 0.000325

(d)* 39.85<u

42. példa
Ho: 6>0.75, x§ =0.23<7.962 Elutasitjuk Ho-t, az adatok 5%-o0s szignifikanciaszinten bizo-
nyitjak, hogy csokken az ingadozas mértéke.

43. példa
Fo=2.25<2.57=F(11,14), a variancidk egyesithet6k; Ho: pus-ua<0, to=3.11>1.708, elutasit-
juk a nullhipotézist, az adatok bizonyitjak, hogy B katalizatorral nagyobb a kitermelés.

44. példa

t0=-0.366; -3.25<-0.366<3.25, elfogadjuk a nullhipotézist, az adatok nem bizonyitjak, hogy
az intelligenciahanyados fligg a sziiletés sorrendjétol.
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